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MO DAU

Bai toan bieu dién s6 nguyen duong dang tong cac s6 nguyéen duong da
c6 lich st lau doi. Leibniz 14 ngudi dau tién nghién cttu bai toan nay, sau
do6 Euler, Sylvester, Hardy, Ramanujan, Andrews... la cac nha toan hoc c6
nhitng déng goép quan trong. Bai todn néi trén xuat hién trong nhiéu van
dé khac nhau ctia toan hoc va la dé tai nghién ctu s6i ndi cho dén tan
ngay hom nay (Céc cong trinh ciia Okounkov, Giai thudng Fields 2006, c6
lien quan dén viéc ting dung bai toan trén trong xac suat, hinh hoc dai s,
co hoc thong ke,...). Dué6i sy huéng dan tan tinh cia GS.TSKH. Ha Huy
Khodi, tac gia chon dé tai: "Bai todn phan hoach so nguyén duong’.

Luan van c6 muc tiéu giéi thieu bai toan biéu dién sé nguyén duong dudéi
dang tong, tit lich st phat trién va nhitng két qua kinh dién, dén mot s6
két qua gan day. Luan van ciing trinh bay mot s6 bai toan lien quan dén
bai toan noi trén.

Véi muc tiéu trén, tac gia tién hanh nghién citu hai chuong:
Chuong 1. Mot sb két qua kinh dién vé bai toan phan hoach sb nguyén
duong
1.1. Lich sit phat trién ctia bai toan phan hoach sé nguyén duong

1.2. Mot s6 két qua kinh dién



Chuong 2. Mot s6 16p bai toan phan hoach s6 nguyén khic nhau va

mot s6 bai toan lién quan

2.1. Phan hoach thanh nhiing phan phan biét vd anh xa ddi hop clia

Franklin
2.2. Phan hoach thanh nhitng phan 1é va song anh Sylvester
2.3. Mot s6 bai toan lien quan.

Luan van dugc hoan thanh duéi sy huéng dan, giup dé tan tinh cia
GS.TSKH. Ha Huy Khoai, tac gid xin bay té long biét on va kinh trong
sau sac doéi véi Gido su. Tac gid xin gii 10i cAm on chan thanh dén Ban
giam hiéu, Phong sau dai hoc va Khoa Toan-Tin truong Dai hoc Khoa hoc
- Dai hoc Thai Nguyén da tao moi diéu kién thuan lgi cho tac gia trong
su6t qua trinh hoc tap va nghién ctu tai truong. Xin chan thanh cdm on
sit giup do cuia ban be, ngusi than trong thoi gian qua.

Maic dit da c¢6 nhiéu c¢d ging, song do thoi gian va trinh do con han ché
nén ban luan van khé tranh khéi nhitng thiéu sét nhat dinh. Tac gid rat
mong nhan dugc ¥ kién déng gép ciia quy doc gid dé ban luan vin nay
dugce hoan thién hon.

Tac gia xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, thang 06 nam 2017
Tac gia

Dinh Thi Thu Hué



Chuong 1

Mot sb két qua kinh dién vé bai

toan phan hoach s6 nguyén duong

Muc dich ctia chuong nay la trinh bay lich sit phat trién v mot s6 két
qué kinh dién vé bai toan phan hoach sé nguyén duong. Tai licu tham
khao chinh ctia Chuong la [3], [4] .

1.1 Lich s phat trién ctia bai toan phan hoach sé nguyén

duong

Phan hoach lan dau tién xuat hién trong bic thu tay ctia Leibnitz viét
vao nam 1669 giii cho John Bernoulli, ong hoéi Bernoulli lieu cé kiém tra
nhanh dugc s6 cach viét mot sé6 nguyén duong da cho thanh tong cia hai
hay nhiéu s6 nguyén? T day ly thuyét phan hoach duge hinh thanh va
14 mot nhanh quan trong ciia ly thuyét so6. Khai niem phan hoach céc s6

nguyéen khong am cfing thuoc vé toan hoc t6 hop (xem [4]).

Dinh nghia 1.1 (xem [4]). Mot phép phan hoach ctia s6 nguyén duong n 1a
mot day khong tang hitu han ciia cac s6 nguyen duong Ay > Ao > ... > )\,
sao cho > i _; A = n, A\; duge goi 1a cac phan hodc cac s6 hang ctiia phan
hoach. D6i khi phan hoach (Ag, Mg, ..., A,;) dugce ki higu bdi A va ta viét 1a
A n hoac | A |=n.



Dinh nghia 1.2 (xem [4]). Ham phan hoach p(n) la s6 cac phan hoach
ctia n.

Khi xét phép phan hoach ctia n ¢c6 mot s6 chu y sau (xem [4]):

Chu y 1.1. Chung ta thay 0 c6 mot phan hoach, phan hoach réng, né
khong c¢6 phan tit ndo. Ta quy uée p(0) = 1.

Cha y 1.2. Thuong viét tat phan lip bang cach st dung liy thira.

Chu y 1.3. Theo dinh nghia phan hoach thi ty khong quan trong. 4+3
va 3+4 déu 1a mot phan hoach ciia 7. Mot tap hop c¢6 thi tu duge goi 1a
mot phép hgp thanh. Do do, 4+3 va 344 1a hai phép hgp thanh khac nhau

cua 7.

Vi du 1.1. Cé nam phan hoach ctia s6 4 1a 4, 31, 22,212, 1*. C6 bay phan
hoach ctia s6 5 1a 5,41, 32, 312,221,213, 1°.

Leibnitz quan sat c6 3 phan hoach ctia 3 (3,21, 1%), 5 phan hoach ciia 4.
Sau do6 ong cling quan sat duge ¢6 7 phan hoach ctia 5 va 11 phan hoach
ctia 6. Dieu nay gdi ¥, s6 phan hoach ctia n bat k¥ luon 14 mot s6 nguyen
t6. Tuy nhién, dieéu nay khong ding khi tinh toan duge 15 phan hoach clia
7. Nhu vay ngay tit nhitng buéc khdi dau, bai toan phan hoach da dan dén
cau hoi md ma dén tan ngay hom nay van chua co6 10i gidi: ton tai vo han
hay hitu han n sao cho s6 phan hoach n 1a mot s6 nguyén t6? Bén canh d6
14 nhitng cau hoi vé p(n) nhu: cap tang ciia n6 nhu thé nao? Tinh chin 1é
ctia n6? Liéu né c6 nhitng tinh chat sé hoc diic biet nao? C6 cach nao dé
tinh p(n) hiéu qua khong?(xem [3]).

T day thiét lap nhiing chii dé khac nhau va 1y thuyét phan hoach dugc
phat trién xa hon bdéi nhiéu nha Toan hoc vi dai, noi bat trong sé ho la
Euler, Gauss, Jacobi, Cayley, Sylvester, Hardy, Ramanujan, Rademacher,
Schur, Mac Mahon, Gupta, Gordon, Andrews, Stanley. .. Cong viéc nghién
cttu ctia Ramanujan ciing Hardy thue st cAch mang héa viéc nghién cttu ve
thuyét phan hoach. Béi nhiing ting dung vi dai clia né trong cac linh vic
khac nhau nhu xac suat thong ke, vat Iy co hoc...ly thuyét phan hoach

tré thanh linh viic nghién citu soi noi cia ly thuyét so.



C6 thé thay p(n) tang rat nhanh theo n. Tham chi, néu mot ngudi nao
d6 6 thé tap trung lam viec mot cach hoan hao thi ciing phai mat 126000
nam dé viét tat ca 3972999029388 phan hoach ctia 200. Ramanujan da tu
héi minh mot cau héi co ban: Ching ta c6 thé tim p(n) ma khong can
viét tat ca cac phan hoach ctia n khong?” Cau héi nay da duge Hardy va
Ramanujan tra 10i vao nam 1918. Ho da dua ra cong thitc gan ding cho
p(n). Tuy tien D.H.Lehmer nhan thay chuéi Hardy — Ramanujan phan ky.
Nam 1937, H. Rademacher thay thé diéu kien dé nhan duge p(n) 1a chudi
hoi tu. Hardy — Ramanujan — Rademacher lap ra cong thitc mé rong cho
p(n) noi tiéng, d6 1a két qua dang ghi nhan nhét trong toan hoc. N6 cho
thay sy tuong tac gitta mot ham s6 hoc p(n) va mot s6 ky thuat tinh toan.
N6 khong chi 1a cong thiic 1y thuyét cho p(n) ma con la cong thiic cho
phép tinh tuong d6i nhanh (xem [4]- Tr 6).

Mot sb gia tri ctia p(n)

n: 12345 6 9 20 50 100 200
pn): 1 2 3 5 7 11 30 627 204226 190569292 3972999029388

Nhiéu khi chiing ta chi can quan tam dén nhitng bai toan khong nhat
thiét phai xét dén tat cd cac phan hoach cia n ma chi cac phan hoach dic
biét nao do cua n.

Vi du 1.2. Trong s6 22 phan hoach ctia s6 8, chi c6 sau phan hoach chita
cac phan la s6 1& 71,53, 513, 3212, 31%, 1% va ciing ¢6 6 phan hoach trong
d6 cac phan tit phan biet 8,71, 62,53, 521, 431.

Ve van deé nay da dugce Euler bat dau nghién cttu vao nam 1674. Ph.Naudé
héi Euler vé phan hoach mot sd nguyén duong n thanh m phan nhat dinh.
Dac biet, Naudé da hoéi ong c6 bao nhiéu phan hoach ctia 50 thanh 7 phan
rieng biet. Cau tra 10i dang 1a 522, diéu nay khoé c6 kha ning thu dugc
bing cach viét ra tat ca cac phan hoach ctia 50 thanh 7 phan. Dé giai
quyét van dé nay Euler da kham pha va gidi thieu ham sinh cia ham phan
hoach, cac dong nhat thic, dinh 1f sé ngit giac, d6 1a su doi méi quan trong
nhat trong toan bo nghién cttu vé phan hoach. Hau hét moi phat hién veé

phan hoach déu nho vao sy bat dau ciia Euler (xem [3]).



T cudi thé ki XVIII cho t6i nita dau thé ki XIX khong xuat hién nhiéu
buée tién dang ghi nhan trong nghién cttu vé phan hoach. Tat nhién diéu
tuong tu khong xay ra vdi toan hoc néi chung. Da c6 sut xuat hién nhitng
nghién citu ve ly thuyét bién phic va Iy thuyét ciia ham eliptic va ching
da mang lai &nh hudng sau sic t6i nghién cttu vé phan hoach. Legendre,
Gausse, Cauchy va nhitng nha toan hoc vi dai khac da tim ra dugc 1oi giai
thich cho cong trinh cta Euler.

Trong mot thé ky tit nam 1750 — 1850, trong tam chinh ciia viéc nghién
citu la dua ra cong thic tuong minh cho p,,(n), s6 phan hoach n thanh
cdc phan khong 16n hon m. P. Paoli, A. Dc Morgan, F.W. Herschsl, T.
Kirkmar va H. Warburton, Cayley, Sylvester...da nghién citu p,,(n) véi
nhiing gia tri nhé xac dinh cia m va ho dua ra dudec mot s6 cong thic
nhat dinh. Tuy nhién, Sylvester mdi 1a nha toan hoc tiép theo dua ra dugc
cai nhin thyc sy méi cho van dé nay(xem [3]- Tr 5). Sau khi xem xét mot
vai cach ma phan hoach thuc st ¢6 thé duge dua ra duéi dang hinh hoc,
ong khang dinh rang phan hoach 5 + 5 + 4 + 3 + 3 ¢6 thé dugc biéu dién
thuan tién hon nhiéu dudi dang:

S * x S *
S * x x S
* * * X

* * *

* * *

Sylvester goi cach bic¢u dién nay 1 bi¢u do Ferrers ctia phan hoach, dat
ten theo nha toan hoc N.M. Ferrers. Ong da chd ¥ riang ta c6 thé dém sb
nit & cac cot thay vi cac hang. Lay vi du nhu biéu do & trén cé thé cho ta
phan hoach 5 + 5 + 5 4+ 3 + 2. Hai phan hoach tit ciing mot biéu dé nhu
trén dugce goi la lién hop.

Dinh nghia 1.3 (xem [3]). Phan hoach n 1a ty lien hgp néu lién hop ctia

no trung véi chinh no.



